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摘  要   自从 L.Euler 在 1759 年（或许是 1763 年）提出二元二次丢番图方程

以来，虽经历代数学家努力，至今也没有完全解决求一般二元二次丢番图方程

2 2 0ax bxy cy dx ey f+ + + + + = （𝑎，𝑏，𝑐，𝑑，𝑒，𝑓为整数，a, b, c 不全为零）整

数解的问题．原因是：在𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐＞0是非平方数、  𝐹 = (2𝑎𝑒 − 𝑏𝑑)2 +

𝐷(4𝑎𝑓 − 𝑑2) ≠ 0的情况下，始终无法求解．本文解决了这一问题． 
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Abstract  The general Diophantine equation 2 2 0ax bxy cy dx ey f+ + + + + =   （𝑎，

𝑏，𝑐，𝑑，𝑒，𝑓 are integer, and a, b, c are not zero simultaneously） has not yet been 

solved so far since it was proposed by L. Euler in 1759 (or probably in 1763) even with 

great efforts of many mathematicians.  In particular, no one has solved the problem 

when 𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐＞0  is not a square number and 𝐹 = (2𝑎𝑒 − 𝑏𝑑)2 + 𝐷(4𝑎𝑓 −

𝑑2) ≠ 0.  In this paper, we solved this problem.    
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本文规定：用矩阵 ( ) a b  表示横坐标为 a ，纵坐标为b 的点的坐标；用ℤ表示

整数集；用 I 表示单位方阵；称各元素都是整数的矩阵为整数矩阵. 

1  存在问题与我的思考 

一般的二元二次丢番图方程是形如 

2 2 0ax bxy cy dx ey f+ + + + + =                      (1.1) 

（ a , b , c , d , e , f 为整数. a , b , c 不全为零）的方程．文[1]或[2]中详细记载了

数学家 L.Euler, J.L.Lagrange, A.M.Legendre, C.F.Gauss 研究方程(1.1)的情况，文

[3，4，5]中也记述了研究方程(1.1)的情况，但至今对这方程的研究不透彻．看下

面的几个例子． 

例1.1 文[3]中的一段摘抄如下： 

“例．求解 

               2 215 61x y− =  ．                                  （4） 

…故得 

( ) ( )15 4 15 14 3 15
n

x y+ =  + 
 

                    或 ( ) ( )4 15 11 2 15
n

=  +  ．” 

上面答案中，n 为整数（本文注），第一个式子可以去掉，这是因为 

( )( )14 3 15 4 15 11 2 15  + = + − ，
 

( ) ( )
1

14 3 15 4 15 11 2 15  
−

− = + + ．
 

例 1.2  文[7]中一题（文[3]中题）及答案摘抄如下： 

“习题 1  求下列诸不定方程的诸解： 

(a)…, 



(b)…, 

(c)…, 

(d)  2 28 17 72 75 0x xy y y− − + − = . 

… 

故方程(d)的全体解由下式给出 

 ( ) ( ) ( )( )33 36 4 33 3 6 33 23 4 33
n

y x y− + − =  + +   

其中 n 仍然为整数．” 

文[7]有一处遗漏，本文忽略．只说不知正确解法而产生的错误．在上式中，

如果右端取正号， 0n = ，得33 36=3y − , 4 =6x y− . 其解为
8

10
11

x = ,
2

1
11

y = ．这

不是方程(d)的整数解．答案错误． 

例1.3 文[6]摘抄如下： 

“一般的二元二次丢番图方程是指 

2 2 0ax bxy cy dx ey f+ + + + + = ， a , b , c , d , e , f  . a , b , c 不全为零，（1） 

… 

以下记 

2 2 28 2 2 2 2acf bde ae cd fb− −= = + − ， 

2 4 , ' 2 , " 2ac D be cd D bd aeD b − = = − = = −= = ， 

… 

2 2(2 )( ") 2D ax by dDy D a− + ++ =− ，                  （3） 

令 ", 2Dy D v ax by du + = + += ，上式成为 

2 2 2Dvu a− = − ．                                  （4） 

… 



定理 5  设 0D  不是一个平方数， 0  ，且丢番图方程（1）有一组整数解

0 0,x y ，则它必有无穷多组整数解 ,x y． 

证  设
0 0,x y 是丢番图方程（ 1 ）的一组整数解，令

0 0 "Dy Du += ，

0 0 02v ax by d= + + ，则 0 0v Du + 是丢番图方程（4）的一解，再设 X Y D+ 是 Pell

方程 2 2 1x Dy− = 的任一解，则 

0 0( )( )v D u v D X Y Du + = + +  

也是丢番图方程（4）的解，其中的
0 0 0 0,   X v YD v v X u Yu u + = += ． 

下面我们证明：方程组 

               
"

2

Dy D u

ax by d v

+ =


+ + =
                                （11） 

的解 ,x y是整数的充要条件是 

              1(mod ), ( , ', ")
D

X h D D D
h

 = ．                     （12） 

…将 1 ,
D

X t t Z
h

= +  代入方程组（11）可得 

0
0 0 0

0
0 0 0

'
(2 )

"
(2 )  '

Dx D
x x cy bx e Y t

h

Dx D
y y ax by d Y t

h

+
= − + + +


+ = + + + +



                  （13） 

显然，这时 ,x y是整数． 

 现在我们只需再证明：Pell方程 2 2 1x Dy− = 有无穷多个解 X Y D+ 满足（12）

式．事实上，若 X 不满足（12）式，则取 

           2 2 2' ' ( ) 2X Y D X Y D X Y D XY D+ = + = + + ， 

有 2 2 2 2' 1 1(mod )
D

X X Y D X DY
h

= +  = +  ，显然，这样的 'X 可以取到无穷多

个．证毕． 

 



例 4  解丢番图方程 2 23 2 2 1 0x xy y x y− −+ + + = ． 

解  2 4 1 1( 3) 0,D −   = − 将方程配方得 

    2 23(2 3 2) 4(5 2) x yy + − −+ = （本文注：左式中 3+ 应为 5− ）， 

令 83yu += （本文注：这式应为 25yu += ）， 22 yv x −= + （本文注：这式应为

22 3yv x −= − ），先从丢番图方程 2 23 4vu − = （本文注：这方程应为 2 25 4vu − = ）

解得它的两类解 

           5 5) (3 5) (9 4 nu v ++ =  + ， 

           5 5) ( 3 5) (9 4 nu v − ++ =  + ， 

…给出原方程的一解
0 01, 1x y= − = − ；…给出原方程的一解

0 00, 1x y= = − ．… 

连同对应的
0 0,x y 代入（13）式…得 

x

y

=


=
  或  

x

y

=


=
 

此即原方程的全部整数解．” 

要在 2 4 0acD b − = 不是一个平方数、 0  的情况下解方程（1），需解决

两个问题．第一个是：如何求出方程（4）的全部整数解；第二个是：如何由方

程（4）的全部整数解求出方程（1）的全部整数解．这两个问题文[6]没提过．在

解 2 25 4vu − = 时，漏掉了一类解 

  5 5)2(9 4 nu v+ =  + ， n ． 

在解例 4 时，将原方程的两组解
0 0,x y 代入（13）式，得方程的两组解的表达式．原

方程还有整数解
0 0 0 04, 1; 25, 9x y x y= = = = 等，不把它们代入（13）式求解，能保

证得全部整数解吗？因没有给出（13）式中 ,t Y 的表达式，就是将
0 0,x y 的值代入

其中，也不可能解出 ,x y的．所以，可以肯定：文[6]没有给出方程（1）在 0D 

不是一个平方数、 0  情况下的解法． 



现在考虑方程（1.1），设 2 4 0acD b − = 不是平方数，可知 0a  ，用4aD 乘

式（1.1），再用配方法将其变形为 

2 2(2 )  ( ) D ax by d FDy h − + +− = ，                  （1.2） 

其中 2 22 , (4 )ae bd F h D af dh − = + −= ，设 0F  ，令 

                     u Dy h= − ，                                  （1.3） 

                    2v ax by d= + + ．                              （1.4） 

将式（1.3）及（1.4）代入式（1.2）得 

               2 2Dvu F− = ．                             （1.5） 

             (   ) (   )(   ) x y E h du v + −= ，                        （1.6） 

其中 1
0  2   21

,
     02

a b a
E E

D b DaD

−
−   

= =   
   

．由式（1.6）得 

        1(   ) [(   ) (   )]x y u v h d E−= + − ．                  （1.7） 

若
0 0,x x y y= = 是方程（1.1）的整数解，将它们代入式（1.3）和（1.4）得

0 0 0 0 0, 2Dy h v ax by du = − = + + ．显然
0 0,u u v v= = 就是方程（1.5）的整数解．所以

要解方程（1.1），需先解方程（1.5），得出整数解后代入式（1.7）求出 ,x y，若

,x y都是整数，则它们就是方程（1.1）的整数解． 

求方程（1.5）的全部整数解的问题虽已解决，但仍不能解方程（1.1），其原

因在于其解的形式为 

          u v D+ =  

不能代入式（1.7）．本文改变了方程（1.５）的解的形式，又证明了一个定理，

使方程（1.1）在D > 0不是平方数， 0F  的情况下可解了． 

2  2 2ax -by = c   

下面研究比方程（1.５）适用范围更广的丢番图方程 



                           2 2ax by c− =                            (2.1) 

其中， a , b , c 为正整数，𝑎与𝑏互素， ab 是非平方数. 

定义 2.1  称 Pell 方程 2 2 1x aby− = 为方程(2.1)的特征方程. 

设 x t= , y s= 是 2 2 1x aby− = 的最小正解，那么 2 2 1t abs− = ，显然 2t  . 

定义 2.2  称
  

  

t as
A

bs t

 
=  
 

为方程(2.1)的特征方阵. 

易知 1
  

  

t as
A

bs t

−
− 

=  
− 

. 

定义 2.3  0A I= ；当整数 1n  时， 1( )n nA A− −= . 

易知：∀𝑛 ∈ ， nA 为整数方阵. 易证：若𝑛,𝑚 ∈ ，则 n m n mA A A += ；若 k

是正整数，则 1( )k kA A− −= . 

定义 2.4  称
1

1 2[ ( 1)(2 ) ]h c t b −= − 为双曲线（或方程）（2.1）的特征值．称双

曲线（2.1）右支上 h y h−   的一段为双曲线（2.1）的特征弧． 

定义 2.5  若
0 0,x x y y= = 为方程（2.1）的整数解，称点

0 0(   )x y 是双曲线（2.1）

的整点． 

引理 2.6  设点 ( )0 0x y 在双曲线(2.1)右支上，令 ( ) ( )0 0

n

n nd e x y A= ，

𝑛 ∈ ，则： 

（1） 点 ( )n nd e 在双曲线(2.1)右支上； 

（2） 1n ne e+  ． 

证 当 0n = 时， ( ) ( ) ( ) ( )0

0 0 0 0 0 0 0 0d e x y A x y I x y= = = ，
0 0 0d x=  ，

2 2

0 0ad be c− = ，点 ( )0 0d e 在双曲线(2.1)右支上． 

( ) ( ) ( )1 1 0 0

n

n n n nd e x y A A d e A+ + = = ，
1n n nd td bse+ = + ，

1n n ne asd te+ = + ， 

    2 2 2 2

1 1 ( ) ( )n n n n n nad be a td bse b asd te+ +− = + − + ， 



    2 2 2 2 2 2

1 1 ( )( )n n n nad be ad be t abs+ +− = − − ， 

    2 2 2 2

1 1n n n nad be ad be+ +− = − ． 

所以，当 2 2

1 1n nad be c+ +− = 时，则 2 2

n nad be c− = ．反之亦然． 

    ( ) ( ) ( )1 1

1 1 0 0

n

n n n nd e x y A A d e A− −

− − = = ，
1n n nd td bse− = − ， 

       2 2 2 2 2

1 1n n n nd d t d b s e+ − = − ， 

       2 2 2 2

1 1 ( )n n n nd d t d bs ad c+ − = − − ， 

     2 2 2 2

1 1 ( )n n nd d t abs d bcs+ − = − + ， 

       2 2

1 1 0n n nd d d bcs+ − = +  ． 

设 0nd  ，若 0ne  ，则
1 10, 0n nd d+ −  ；若 0ne  ，则

1 10, 0n nd d− +  ． 

综上所述，由数学归纳法可知：当 1n  或 1n  − 时，点 ( )n nd e 在双曲线（2.1）

右支上，（1）成立． 

1 ( 1)n n n ne e asd t e+ − = + − ， 2t  ，当 0ne  时，
1n ne e+  ；当 0ne  时，令

( 1)n nu asd t e= − − ， 0u  ， 1 0u−  ， 1

1 1( )n n n ne e e e uu−

+ +− = − ． 

    2 2 2 2 2

1( ) ( 1)n n n ne e u a s d t e+ − = − − ， 

    2 2 2 2

1( ) ( ) ( 1)n n n ne e u as be c t e+ − = + − − ， 

    2 2 2 2

1( ) [ ( 1) ]n n ne e u abs t e acs+ − = − − + ， 

    2 2 2 2

1( ) [( 1) ( 1) ]n n ne e u t t e acs+ − = − − − + ， 

    2 2

1( ) 2( 1) 0n n ne e u t e acs+ − = − +  ， 

    
1 0n ne e+ −  , 

    
1n ne e+  ． 

（2）成立．证毕． 

引理 2.7  设点 ( )x y 在双曲线（2.1）右支上，令 ( ) ( )d e x y A= ，则



( )e y 是增函数． 

证  由引理 2.6（1）知：点 ( )d e 在双曲线（2.1）右支上， 0d tx bsy= +  ，

e asx ty= + ，
1 1

2 2 2( )x by c a
−

= + ， '( ) 0
dx bsy d

e y as t t
dy x x

= + = + =  ，故 ( )e y 是增函

数．证毕． 

引理 2.8   设点 ( )0 0x y 是双曲线（2.1）右支上的任一整点，则存在唯一

的整数k及双曲线（2.1）的特征弧上唯一的整点 ( )u v ，使得 ( ) ( )0 0

kx y u v A−= ． 

证  设 ( ) ( )0 0 ,n

n nd e x y A n=  ．因 0 0,x y 及 nA 的 4 个元素都是整数，故

,n nd e 为整数．因
0 0x  ，根据引理 2.6（1）知 0nd  ，即点 ( )n nd e 是双曲线（2.1）

右支上的整点．根据最小数原理知  min ,nd n 存在．设  min ,k nd d n=  ，则

1k k k kd td bse d+ = +  ，
1k k k kd td bse d− = −  ， ( 1) 0k kt d bse−   ，得 

           2 2 2 2 2( 1) 0k kt d b s e− −  ， 

           2 2 2 2 2( 1) 0k kt ad ab s e− −  , 

           2 2 2 2( 1) ( ) ( 1) 0k kt be c b t e− + − −  , 

           2 1 2( 1)(2 )ke c t b h− − = , 

       
kh e h−   ． 

设 2 2

0 0au bv c− = ，
0 00,u v h = − ，解得

1 1

2 1 12 2
0 [( ) ] [ ( 1)(2 ) ]u bh c a c t a− −= + = + ，设

( ) ( )1 1 0 0u v u v A= ，则 

          
1 0 0u tu bsv= + ， 

          
1 0 0 0( 1)u u t u bsv= + − + ， 

      
1

2 1 2
1 0 [( 1) ( 1)(2 ) ]u u t c t a bsh−= + − + − ， 

      
1

2 1 2
1 0 [ ( 1)( 1)(2 ) ]u u c t t a bsh−= + − − − ， 



      
1

2 1 2
1 0 [ ( 1) (2 ) ]u u c t abs a bsh−= + − − ， 

      
1 0u u= ． 

由引理 2.6（1）知点 ( )1 1u v 在双曲线（2.1）右支上，因 2 2 2 2

1 1 0 0au bv au bv− = − ，

故 1 0v v= ．根据引理 2.6（2）知
1 0v v ，得

1v h= ．所以 ( ) ( )0 0u h u h A= − ．设

当
1ke h+ = 时，  1 0min ,k nd d n u+ =  = ． 

( ) ( ) 1 1

1 1 0 0(   ) (   )k k k kd e d e A u h A u h− −

+ += = = − ， 

即当
ke h= − 时，

0 1k kd u d += = ．故可将
ke 的取值区间 ,  h h− 改为 ),  h h− ． 

设在双曲线（ 2.1 ）的特征弧上还有一个整点 ( )
1 1k kd e ，满足：

 
1

min ,k k nd d d n= = Z ，且
1k k ．不妨设

1k k ，
1kh e−  ，( ) ( )

1 1 1 11 1k k k kd e A d e+ += ，

( ) ( )0 0u h u h A= − ，由引理 2.7 知
1 1kh e + ．由引理 2.6（２）知：

1 1k ke e h+  ，

与
ke h 矛盾．故存在唯一的整数 k 及在双曲线（2.1）的特征弧上存在唯一的整

点 ( ) ( ) ( )0 0

k

k ku v d e x y A= = ，使得 ( ) ( )0 0

kx y u v A−= ．证毕． 

定理 2.9   设点 ( ) (1 )i ix y i k  是双曲线（2.1）的特征弧上的全部整点，

则方程（2.1）的全部整数解为 

   ( ) ( ) n

i ix y x y A=  ，1 ,i k n   ．            （2.2） 

证  由引理 2.6（1）及 ,, n

i ix y A 的 4 个元素都是整数知：点 ( ) ( ) n

i ix y x y A=

是双曲线（2.1）右支上的整点．设点 ( )0 0x y 是双曲线（2.1）右支上的任一整

点，则由引理 2.8 知：存在唯一的整数 0n− 及双曲线（2.1）特征弧上的唯一整点

( )
0 0i ix y ，使 ( ) ( ) 0

0 00 0

n

i ix y x y A= ，故双曲线（2.1）右支上的全部整点可用

式（2.2）中取正号表示． 

当点 ( )u v 是双曲线（2.1）右支上的整点时，点 ( )u v− − 是其左支上的整

点．反之亦然．所以，双曲线（2.1）左支上的全部整点可用式（2.2）中取负号



表示．定理成立．证毕． 

定义 2.10   若双曲线（2.1）的特征弧上共有 k 个整点 ( ) (1 )i ix y i k  ，

则称 ( ) ( )i ix y x y= 及 ( ) ( ) ( )i k i k i ix y x y x y+ += = − − (1 )i k  为方程（2.1）

的基础解组． 

由定理 2.9 及定义 2.10 得 

定理 2.11  若方程（2.1）有基础解组 ( ) ( )i ix y x y= (1 2 )i k  ，则其全

部整数解为 

        ( ) ( ) n

i ix y x y A= ，1 2 ,i k n   ． 

    定理 2.12  若在双曲线（2.1）的特征弧上无整点，则方程（2.1）无整数

解． 

证  若在双曲线（2.1）右支上有一整点 ( )0 0x y ，根据引理 2.8 知：在其特

征弧上有一整点，矛盾．故在其右支上无整点；若在其左支上有一整点 ( )1 1x y ，

则在其右支上有整点 ( )1 1x y− − ，矛盾．故在其左支上也无整点．方程（2.1）无

整数解．证毕． 

例 2.13  解丢番图方程 

        2 215 61 x y− = ．                （2.3） 

（此题是例 1.1 中的题） 

解 1, 15, 61a b c= = = ，方程（2.３）的特征方程为 2 215 1t s− = ，其最小正解

为 4, 1t s= = ．方程（2.３）的特征方阵为
 4   1

15  4
A

 
=  
 

，方程（2.３）的特征值

1 1

1 2 2[61(4 1)(2 15) ] 6.1h −= −  = ，双曲线（2.３）的特征弧为
1 1

2 26.1 6.1y−   的一段，

其上有整点： ( ) ( )11 2 , 11 2− ．由定理 2.9 知：方程（2.３）全部整数解为 

   ( ) ( )11 2 nx y A=  ； ( ) ( )11 2 nx y A=  − ， n ． 



 

定理 3.1  设 A 是方程(2.1)的特征方阵，C 是二阶整数方阵，m 是大于 1 的

整数，
1

B C
m

= ，且 B 不是整数方阵，则存在使 ( )TA I B− 为整数方阵的正整数T

（称为 A对 B 的一个周期），且对∀𝑛 ∈ ， ( )nTA I B− 为整数方阵. 

证明  设 41,2, ,( 1)n m= + ， n n n nn

n n n n

a m e b m f
A C

c m g d m h

   + + 
=     + + 

，其中
na， nb， nc，

nd ，
ne ，

nf  ，
ng ，

nh 为 整 数 ， 且 0 , , , 1n n n ne f g h m     − ，

1 1n n n nn n

n n n n

a b e f
A B A C

c d g hm m

      
= = +         

，显然 n n

n n

e f

g h

  
   

只能取 4m 个不同的方阵，

由 抽 屉 原 理 知 ：
42 1, , , mAB A B A B+ 中 有 两 个 方 阵 uA B ， kA B ， 使 得

u u k k

u u k k

e f e f

g h g h

      
=         

 . 设u k ，令T u k= − ， 0T  ，设 u k u k

u k u k

a a b b
G

c c d d

   − − 
=     − − 

，

则 ( )k T u kA A I B A B A B G− = − = , ( )T kA I B A G−− = , kA− 和G 都是整数方阵，所以它

们的积 ( )TA I B− 为整数方阵. 下面证明：∀𝑛 ∈ ， ( )nTA I B− 为整数方阵. 当

0n = 时， 0( ) 0TA I B− = 为整数方阵. 已证当 1n = 时， ( )TA I B− 为整数方阵.设

1n  ， (𝐴𝑛𝑇 − 𝐼)𝐵 = [(𝐴𝑇)𝑛 − 𝐼]𝐵 = [𝑁(𝐴𝑇 − 𝐼)]𝐵 = 𝑁[(𝐴𝑇 − 𝐼)𝐵] ， 其 中

1 2( ) ( )T n T nN A A I− −= + + + ，因为 N 和 ( )TA I B− 都是整数方阵，所以它们的积

[( ) ]TN A I B− 为整数方阵，即 1n  时， ( )nTA I B− 为整数方阵，所以当 1n  时，

( )nTA I B− 为整数方阵.设 n k= − ， k 为正整数，(𝐴𝑛𝑇 − 𝐼)𝐵 = (−𝐴−𝑘𝑇)[(𝐴𝑘𝑇 −

𝐼)𝐵]，因为 ( )kTA−− 和 ( )kTA I B− 都是整数方阵，所以它们的积 ( )nTA I B− 为整数

方阵. 证毕. 

4  
2 2

1 1 1 2 2 2a(a x+b y+c ) -b(a x+b y+c ) = c  

在方程 

              
2 2

1 1 1 2 2 2( ) ( )a a x b y c b a x b y c c+ + − + + =             (4.1) 



中，a ，b ，c 为正整数，𝑎与𝑏互素，ab 不是平方数，
1a ，

1b ，
1c ，

2a ，
2b ，

2c

是整数，
1 2 2 1 0d a b a b= −  .  

方程(4.1)是可解的. 解法如下：令
1 1 1u a x b y c= + + ，

2 2 2v a x b y c= + + ，由式（4.1）

得 

                       
2 2au bv c− = ,                       (4.2) 

当 x ， y 是方程(4.1)的整数解时，则u ，v 是方程(4.2)的整数解. 若方程(4.2)无整

数解，则方程(4.1)无整数解. 

             ( ) ( ) ( )1 2

1 2

1 2

a a
u v x y c c

b b

 
= + 

 
，                  (4.3) 

设 1 2

1 2

a a

b b

 
 
 

的逆为 B ，则 2 2

1 1

1 b a
B

b ad

− 
=  

− 
，由式（4.3）得 

( ) ( ) ( )1 2x y u v c c B= −   .                  (4.4) 

设方程（4.2）有基础解组：( ) ( )i iu v u v= ，1 2i k  ，设方程(4.2)的特征方阵

为 A，则由定理 2.11 知方程（4.2）的全部整数解为： 

( ) ( ) n

i iu v u v A= ,                     (4.5) 

1 2i k  ， n . 

将式（4.5）代入式（4.4）得 

( ) ( ) ( )1 2

n

i ix y u v A c c B = −  ,                (4.6) 

1 2i k  ，𝑛 ∈ . 

当 B 为整数方阵时，则式（4.6）就是方程（4.1）的全部整数解. 

当 B 不是整数方阵时，则 1B m C−= ，其中m 是大于 1 的整数，C 是整数方

阵，由定理 3.1 知：存在 A对 B 的一个周期T . 当 1T = 时，由式（4.6）得 

( ) ( ) ( ) ( )1 2( )n

i i i ix y u v A I B u v c c B= − + −   ，      (4.7) 



1 2i k  ，𝑛 ∈ . 

由定理 3.1 知：( ) ( )nT nA I B A I B− = − 为整数方阵，对每个𝑖，( ) ( )n

i iu v A I B−

为整数矩阵. 对某𝑖，当且仅当 ( ) ( )1 2i iu v c c B−   是整数矩阵时，式（4.7）是

方程（4.1）的部分整数解. 经对每个 i 检验 ( ) ( )1 2i iu v c c B−   是否为整数矩阵

后，就可以得出方程（4.1）的全部整数解或无解；当 1T  时，取T 的一个完全

剩余系𝑟1, 𝑟2, ⋯ , 𝑟𝑇，设𝑍𝑤 = {𝑥|𝑥 = 𝑛𝑇 + 𝑟𝑤, 𝑛 ∈ }，显然ℤ = ⋃ 𝑍𝑤
𝑇
𝑤=1 ，𝑍𝑖⋂𝑍𝑗 =

∅(𝑖 ≠ 𝑗)，将式（4.6）中的𝑛换成𝑛𝑇 + 𝑟𝑤，又经变形得 

( ) ( ) ( ) ( )1 2( )w wr rnT

i i i ix y u v A A I B u v A c c B = − + −  ,     (4.8) 

1 2i k  ，1 w T  ,𝑛 ∈ . 

由定理 3.1 知 ( )nTA I B− 为整数方阵， ( ) wr

i iu v A 为整数矩阵，对每对𝑖，𝑤，

( ) ( )wr nT

i iu v A A I B− 为 整 数 矩 阵 . 对 某 对 𝑖 ， 𝑤 ， 当 且 仅 当

( ) ( )1 2
wr

i iu v A c c B −  为整数矩阵时，式（4.8）就是方程（4.1）的部分整数解. 

经过对每对 i , w 检验 ( ) ( )1 2
wr

i iu v A c c B −  是否为整数矩阵后，就可得出方程

（4.1）的全部整数解或无解. 所以方程（4.1）总是可解的. 

 

例 4.1  解丢番图方程 

2 22( 2 1) 3( 2) 5x y y+ + − + = .                       (4.9) 

解  显然，方程(4.9)是方程(4.1)的形式. 令 2 1u x y= + + ， 2v y= + ，代入式

（4.9）得 

2 22 3 5u v− = .                                 (4.10) 

在方程（4.10）中， 2a = ， 3b = ， 5c = . 方程（4.10）的特征方程为 2 26 1t s− = ，

它的最小正解为 5t = ， 2s = . 方程(4.10)的特征方阵为
5 4

6 5
A

 
=  
 

. 由定义 2.4 知：



双曲线（4.10）的特征弧是 h v h−   的一段，其中

1
1

2
1 2

10
( 1)(2 )

3
h c t b −  

 = − =   
 

，

1 2h  ，经计算知双曲线（4.10）的特征弧上共有两个整点 ( )2 1− ， ( )2 1 ，

方 程 （ 4.10 ） 的 基 础 解 组 为 ： ( ) ( )1 1 2 1u v = − ， ( ) ( )2 2 2 1u v = ，

( ) ( )3 3 2 1u v = − ， ( ) ( )4 4 2 1u v = − − .  

                  ( ) ( ) ( )
1 0

1 2
2 1

u v x y
 

= + 
 

,                     

1 0

2 1

 
 
 

的逆方阵
1 0

2 1
B

 
=  

− 
是整数方阵，由式（4.6）得方程（4.9）的全部

整数解 

( ) ( ) ( )1 2n

i ix y u v A B = −  , 

1,2,3,4i = ，𝑛 ∈ . 

例 4.2  解丢番图方程 

2 211( 4 ) 3(11 12) 393x y y− − − = .               (4.11) 

    解  显然，方程(4.11)是方程(4.1)的形式. 令 4u x y= − ， 11 12v y= − ，代入方

程（4.11）得 

                      
2 211 3 393u v− = .                        (4.12) 

在方程（4.12）中， 11a = ， 3b = ， 393c = . 方程（4.12）的特征方程为 2 233 1t s− = ，

其最小正解为 23t = ， 4s = . 方程（4.12）的特征方阵为
23 44

12 23
A

 
=  
 

. 由定义 2.4

知 ： 双 曲 线 （ 4.12 ） 的 特 征 弧 是 h v h−   的 一 段 ， 其 中

11
1 22393(23 1)(2 3) 1441h − = −  =  ，37 38h  ，经计算知：双曲线（4.12）的特征

弧上共有两个整点 ( )6 1 ， ( )6 1− ，方程（4.12）的基础解组为： 

( ) ( )1 1 6 1u v = ， ( ) ( )2 2 6 1u v = − ， ( ) ( )3 3 6 1u v = − − ， ( ) ( )4 4 6 1u v = − . 



( ) ( ) ( )
1 0

0 12
4 11

u v x y
 

= + − 
− 

. 

1 0

4 11

 
 
− 

的逆方阵
11 01

4 111
B

 
=  

 
，

38 4
( )

20 2
A I B

 
− =  

 
是整数方阵，由定理 3.1 知：

A对 B 的一个周期为 1T = . 由式(4.7)得： 

    ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0 12n

i i i ix y u v A I B u v B= − + +   , 1,2,3,4i = ,𝑛 ∈ ℤ. 

经计算知：只有 2,3i = 时， ( ) ( )0 12i iu v B+   为整数矩阵： 

      （1） 2i = ， ( ) ( ) ( )6 1 0 12 10 1B− + =   ； 

      （2） 3i = ， ( ) ( ) ( )6 1 0 12 2 1B− − + = −   . 

所以方程（4.11）的全部整数解为 

( ) ( ) ( )6 1 ( ) 10 1nx y A I B= − − + ； 

( ) ( ) ( )6 1 ( ) 2 1nx y A I B= − − − + − ，𝑛 ∈ . 

例 4.3  解丢番图方程 

                 2 23(4 6 5) (6 7) 1202x y y+ − − − = .             (4.13) 

    解  显然，方程(4.13)是方程(4.1)的形式. 令 4 6 5u x y= + − ， 6 7v y= − ，代入

方程（4.13）得 

 
2 23 1202u v− = .                       (4.14) 

在方程（4.14）中， 3a = ， 1b = ， 1202c = . 方程（4.14）的特征方程为 2 23 1t s− = ，

其最小正解为 2t = ， 1s = . 方程（4.14）的特征方阵为
2 3

1 2
A

 
=  
 

. 由定义 2.4 知：

双曲线（4.14）的特征弧是 h v h−   的一段，其中
11

1 221202(2 1)2 601h − = − =  ，

24 25h  ，经计算知双曲线（4.14）的特征弧上共有两个整点 ( )21 11 ，

( )21 11− ，方程（4.14）的基础解组为：( ) ( )1 1 21 11u v = ，( ) ( )2 2 21 11u v = − ，

( ) ( )3 3 21 11u v = − − ， ( ) ( )4 4 21 11u v = − .  



( ) ( ) ( )
4 0

5 7
6 6

u v x y
 

= + − − 
 

.                    

4 0

6 6

 
 
 

的逆方阵
3 01

3 212
B

 
=  

− 
， 4

18 28
( )

10 16
A I B

− 
− =  

− 
为整数方阵，由定理 3.1

知： A对 B 的一个周期为 4T = .  

取𝑟 = 0,1,2,3为 4T = 的一个完全剩余系，由式(4.8)得： 

( ) ( ) ( ) ( )4( ) 5 7r n r

i i i ix y u v A A I B u v A B = − + +  , 

1,2,3,4i = ,𝑟 = 0,1,2,3, 𝑛 ∈ . 

对 于 i 和 r 取 值 的 共 16 （ 1,2,3,4i = ， 0,1,2,3r = ） 种 情 况 ， 计 算

( ) ( )5 7r

i iu v A B +  知：只有下列 4 种情况使其为整数矩阵： 

( ) ( ) ( )0 1 1 0,  21 11 5 7 2 3i r A B = = + = （ ） ， ； 

( ) ( ) ( )2( 2 )  1 2,  21 11 5 7 35 56i r A B = = + = − ， ； 

( ) ( ) ( )( 3 )  2,  1,  21 11 5 7 3 8i r A B= = − + = −   ； 

( ) ( ) ( )3( 4 )  2,  3, 21 11 5 7 70 111i r A B = = − + = −  . 

所以方程（4.13）的全部整数解为  

( ) ( ) ( )421 11 ( ) 2 3nx y A I B= − + ； 

( ) ( ) ( )2 421 11 ( ) 35 56nx y A A I B= − + − ； 

( ) ( ) ( )421 11 ( ) 3 8nx y A A I B= − − + − ； 

( ) ( ) ( )3 421 11 ( ) 70 111nx y A A I B= − − + − ，𝑛 ∈ . 
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